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Clasa a X-a
Barem de corectare si notare

1. Dacaa,b € Rsifunctia f: R = [a,b], f(x) = x2—3;+1 este surjectiva, determinati
lungimea intervalului [a, b] .
Solutie:
Daca f este surjectiva atunci Imf = [@, D] cocceoeevieeeeieieieiceeeeeee 5p

Imf ={yeR|IxER a.lf(x) =y} =

= {yERlaxER a.i. xz—x—x-l—l =y}=

= {yeR|Ix€ER a.i. ¥’y —x(y+1)+y=0}=
= {yeR|Ix€R a.l. x*’y—x(y+1)+y=0}=
= {yeR|A=(y +1)? —4y%? > 0} =
= {yeR|A= -3y +2y+1=0}=
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< < < . 2 t t2+4
2.a)Sascaratecidacat > 0 atunci |[—+ [— < .
\/ t+2 \/ t+2 2t

b) Si se arate ca pentru oricare doud numere reale a, b din intervalul (0,1) sau (1, o)
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) . 1 1
are loc inegalitatea + < Jlo Vb + log,a? .
e eageys | Viriogua =\ 09X T 08y

Solutie:

’ 24 p2 ) .
a) Din 1nega11tatea — < 2 ;r Va,b > 0 se obtine ca

[ [ 0

Din inegalitatea a + 1 > 2 VYa > 0 se obtine ca

2
2=yl >2vzr>0dec1/2 > V2 vVt >0 (2)

2t
Obtine una din inegalitatile de Mal SUS .....cocuieiuieiiiiiiieiieee e 5p
Obtine cealaltd inegalitate si conform tranzitivitatii relatiei de inegalitate, obtine
INEZALIEALEA COITULA .....ouiitiitiitiitiitieieete ettt ettt ettt ettt e 5p

b) Notam log,b = t, deoarece a,b € (0,1) saua,b € (1,0) avemt >0 ...........

Din notatie se obtine log,Vh = %logab =§ si logpa® = 2logpa = 10; = % eeeennSp

Cu aceasta notatie inegalitatea din enunt este echivalenta cu

’— + - ’H /H ’ ? adevirata din ) IR 5p
1+—
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3.a)Dacia,b € Q,atuncial4+bYV2€Q < a=b=0.
b) Sa se arate ca exista o infinitate de numere Intregi a, b, ¢ astfel incat:

M4+ V2+3)(aV4+bV2+0) €L

Solutie:
a) Notimx = aV4 + b¥/2.

Dacia = b = 0 rezultd evident cd x = a¥V4 + bV2 =0 € Q.
Demonstrdm si reciproca, adica dacd x = aVa+bV2€Qatuncia=b=0:................. 2p

x€Q = x* € Q= a*(V4)* + 2abV4V2 + b*(V2)? = 2a°V2 + 4ab + b*V4 € Q =
Dara,b € Q = 4ab € Q deci 2a?¥2 + b?V4 € Q si deci
a(2a?32 + b?V4) = 2a%¥2 + ab?V4 € Q (1)

x€QbeEQ=> b’xe Qe b (aVa+bV2)= ab?V4+b3V2 €Q(2)

Din (1) si (2) obtinem ca diferenta celor doud numere este din Q adica
(B3 = 2a3) V2 € Q oo 5p

Deoarece V2 & Qi (b® — 2a®) € Q obtinem ci b® — 2a® = 0.

3
Dacé a # 0, atunci din egalitatea precedent se obtine (g) =2= Z =32 ¢ Q, contradictie.
Deci @ = 051 deCi $1 D = 0. coooiiiiiiiiieeieeeeee et 3p

b) Se dezvolta produsul si se grupeaza termenii:
(Va+3V2+3)(aVa+bV2+c) =
=a-2¥2+b-2+cV4+a-2+bV4+cV2 +3aV4+3bV2 +3c.
=V4@Ba+b+c)+V2@a+3b+¢)+ QRa42b+3C) cviiiieiii e 5p
Pentru ca expresia sa fie un numar intreg, coeficientii radicalilor trebuie sa fie zero:
{ 3a+b+c=0

2a+3b+c=0
Scézand ecuatiile se obtine:

a—2b=0=a=2b.

Inlocuind se obtine:

32b)+b+c=0=>c=-7b.

Pentrub = k € Z,obtinem: a =2k, b =k, c = =7k ..o 3p

Deci exista deci o infinitate de astfel de triplete de numere intregi a, b, c astfel incat:

(W+W+3)(aw+bw+c)ez ..................................................................... 2p
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4. Fie numerele complexe z;, z,, z3 € C astfel incat |z;| = |z,| = |z3] = 1 si punctele A, A;, A5

avand afixele z4, z, si respectiv z3.

a) Daca H este punctul de afix z; + z, + z3 sd se arate cd H este ortocentrul triunghiului
AAA;.
e 9 1 1 1
b) Stiind cd z; + z, + z3 = 1, sa se calculeze —055 + 3035 T 305
1 2 3

¢) Stiind ca z7 + zZ + zZ = 0 determinati |z, + z, + z3]|.

Solutie:
a) Din |z,| = 1 obtinem ca z;, = i ............................................................... 2p
Demonstrim cid A;H 1 A,A; & Z:ZZ: € iR* (ﬁ) = —% ............................. 2p
Zy — 2z Z;tZ3
Z; —Z3 B Z3 — 13
ZH—Z Zy+2Z3 Zy+Z3 é% é% Zy+Z3 ZH—Z1
(ZZ’_Z:) - (22_23) o= = Rl = AyH L AyAg (1) 5D
Analog se aratd ca A,H 1 A143.(2)
Din (1) si (2) = H este ortocentrul triunghiului A1 A, Az. oo Ip
b) Din z; + z, + z3 = 1 obtinem ca |zy| =1 si cum |z;| = |z,| = |z3] = 1 deducem ca
punctele A;,A,, A3, H sunt pe un cerc de centru O sirazd 1. Deci H coincide cu unul din
virfurile triunghiului A; A, A5 adica triunghiul este dreptunghic ...............................5p
Presupunem céd unghiul drepteste iIn 4, = z, + 23 = 0= z, = —z3sicumz; = 1
Se obtine Z%(l)zs + 222(1)25 + Z§<1)zs I e e 5p
¢) Calculim |z, + z, + z3|? = |(z, + 2, + 23)%|=
= |z2 + 22+ 25 + 2212y + 22125 + 22,23| = |0 + 2(212, + 2125 + 2,23)|=

= ZI(lez + Z1Z3 + ZzZ3)| = 2|(Z122 + Z1Z3 + ZzZ3)|=2|(Z122 + Z1Z3 + ZzZ3)| =

1 1 1
=2|—+—+—|=
Z1Z3 Z1Z3 2273

Zl+ZZ+Z3

=2|Z1+ 2y F Z3| e 7p

Z1Z273

Deci |z, + 2, + 23]% = 2|z, + 2z, + 23| de unde obtinem |z; + z, + z3| € {0,2} .......... 3p
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