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(30p) 1. Se consideră  matricea  ܣ = (0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1   .(ℝ)4ܯ߳ (0

 Să se calculeze ܣ௡ și determinantul matricei ܣ௡, ݊ ∈ ℕ∗. 

 Soluție: 

Avem ܣ = 3ܫ− + ܤ unde ,ܤ = (1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1) 

2p 

Deoarece ܤ ⋅ (3ܫ−) = (3ܫ−) ⋅ ܤ ௡ܣ <= = 3ܫ−) + ௡(ܤ = 
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4p 

Cum 2ܤ = ௞ܤ  presupunând că ,ܤ4 = 4௞−1 ⋅ ܤ ⇒ ௞+1ܤ = ௞ܤ ⋅ ܤ = 4௞ ⋅                     ܤ
şi conform metodei inducției matematice => ௡ܤ = 4௡−1 ⋅   ,ܤ  ݊ ∈ ℕ∗ .                    
 

5p 
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( ( ) kn−−1 ⋅ 4௞) = (−1)௡ 3ܫ) − (4ܤ + 4ܤ ⋅ (−1 + 4)௡ = = (−1)௡3ܫ + 3೙−(−1)೙4                                                                                           ܤ

 

 

 

 

 

6p 

Dacă notăm  ܽ = 3೙+3⋅(−1)೙4    și  ܾ = 3೙−(−1)೙4    => ௡ܣ = (ܽ ܾ ܾ ܾܾ ܽ ܾ ܾܾ ܾ ܽ ܾܾ ܾ ܾ ܽ) ,  ݊ ∈ ℕ∗ 

3p 

Calculează  ݀݁ܣݐ = −3,  de unde  7p ݀݁ݐ(ܣ௡) = ((ܣ)ݐ݁݀) n =(−3)௡ , ݊ ∈ ℕ∗. 3p 
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(20p) 2. Să se calculeze   lim ௡→∞  ஼೙1+12஼೙2+⋯+1೙஼೙೙  22+12⋅23+⋯+1೙⋅2೙+1 . 

Soluție: 

Notează  ݔ௡ = ௡1ܥ + 12 ௡2ܥ + ⋯ + 1௡ ௡ݕ ௡௡ șiܥ = 22 + 12 ⋅ 23 + ⋯ + 1௡ ⋅ 2௡+1                            ݕ௡+1 − ௡ݕ = 2೙+2௡+1 > 0,  ݊ ∈ ℕ∗ => (௡ݕ) 1n   este crescător .                                                               

4p 

 Cum  ݕ௡ > 2೙+1௡+1 ,    ݊ ∈ ℕ∗   şi  =
+

+

→ 1

2
lim

1

n

n

n
 obţine  =

→ n
n

ylim (௡ݕ)  , 1n   este nemărginit .                                                                              
2p 

݈݅݉௡→∞ ௫೙+1−௫೙௬೙+1−௬೙ = ݈݅݉௡→∞ ஼೙+11 +12஼೙+12 +⋯+ 1೙+1஼೙+1೙+1−஼೙1−12஼೙2−⋯−1೙஼೙೙1೙+1⋅2೙+2                                       = ݈݅݉௡→∞ ஼೙+11 −஼೙1+12(஼೙+12 −஼೙2)+⋯+1೙(஼೙+1೙ −஼೙೙)+ 1೙+1஼೙+1೙+11೙+1⋅2೙+2 =   

5p 

= ݈݅݉௡→∞ ஼೙0+12஼೙1+⋯+1೙஼೙೙−1+ 1೙+1஼೙೙ 1೙+1⋅2೙+2  =                                                                                                                                                                 
3p 
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3p 
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++
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1೙+1⋅2೙+2 = ݈݅݉௡→∞ 2೙+1−12೙+2 = 12   .                                                                

Conform lemei lui Stolz-Cesaro ݈݅݉௡→∞ ௫೙௬೙ = ݈݅݉௡→∞ ௫೙+1−௫೙௬೙+1−௬೙=12 . 

 

 

3p 

 

(20p) 3. Se consideră  șirul  (ݔ௡)௡≥1 de numere reale definit prin 1ݔ = ௡+1ݔ ,  12√ = √1+௫೙2   , ݊ ≥ 1.  

            Să se calculeze lim (௡→∞ 1ݔ ⋅ ⋅2ݔ … ⋅  .(௡ݔ

Soluție: 1ݔ = ݏ݋ܿ గ4 = ݏ݋ܿ గ22                                                                                                        2p 2ݔ = ݏ݋ܿ గ8 = ݏ݋ܿ గ23          2p 

Demonstrează prin inducţie matematică ݔ௡ = ݏ݋ܿ గ2೙+1  ,    ݊ ∈ ℕ∗                                                                                                                                            4p 

Demonstrează 1ݔ ⋅ ⋅2ݔ … ⋅ ௡ݔ = ݏ݋ܿ గ22 ⋅ ݏ݋ܿ గ23 ⋅ … ⋅ ݏ݋ܿ గ2೙+1   = 12೙⋅௦௜௡ ഏ2೙+1 ,   ݊ ∈ ℕ∗ 8p 
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 lim (௡→∞ 1ݔ ⋅ ⋅2ݔ … ⋅ (௡ݔ = ݈݅݉௡→∞   12೙⋅௦௜௡ ഏ2೙+1  =  ݈݅݉௡→∞ ഏ2೙+1⋅௦௜௡ ഏ2೙+1 ⋅ 2గ = 2గ . 
4p 

 

(20p) 4. Pentru fiecare ݊ ∈ ℕ considerăm numerele ܽ௡ , ܾ௡ ∈ ℕ astfel încât (2 + √3)௡ = ܽ௡ +ܾ௡√3. 
a) Arătați că (2 − √3)௡ = ܽ௡ − ܾ௡√3 pentru orice ݊ ∈ ℕ. 
b) Determinați ݈݅݉௡→∞ ௔೙௕೙ . 

Soluție: 
a)   

Fie ܿ௡, ݀௡ ∈ ℤ  cu ܿ௡ − ݀௡√3 = (2 − √3)௡
. 

Arătăm că afirmația  ܲ(݊): (ܽ௡, ܾ௡) = (ܿ௡ , ݀௡) este adevărată pentru orice ݊ ∈ ℕ 

Inducție  
Verificare: ܲ(0): ܿ0 − ݀0√3 = (2 − √3)0 = 1 ⇒ ܿ0 = 1, ݀0 = 0 

                Cum ܽ0 + ܾ0√3 = (2 + √3)0 = 1 ⇒ ܽ0 = 1, ܾ0 = 0 ⇒ (ܽ0, ܾ0) = (1,0) = (ܿ0, ݀0) ⇒  ܲ(0) adevărată 

 

 

 

 

 

2p 

 Inducția : ܲ(݊) ⇒ ܲ(݊ + 1) . Presupunem că pentru orice ݊ ∈ ℕ oarecare are loc ܲ(݊) și demonstrăm că 
atunci are loc și ܲ(݊ + 1). ܲ(݊) ⇔ (ܽ௡, ܾ௡) = (ܿ௡, ݀௡)          (1)  ܽ௡+1 + ܾ௡+1√3 = (2 + √3)௡+1 = (2 + √3)௡ ⋅ (2 + √3) = (ܽ௡ + ܾ௡√3)(2 + √3) = 

            =(2ܽ௡ + 3ܾ௡) + (ܽ௡ + 2ܾ௡)√3 ⇒ ܽ௡+1 = 2ܽ௡ + 3ܾ௡  ș݅ ܾ௡+1 = ܽ௡ + 2ܾ௡            (2) 

 

 

 

 

 

 

4p 

ܿ௡+1 − ݀௡+1 = (2 − √3)௡+1 = (2 − √3)௡(2 − √3) = (ܿ௡ − ݀௡√3)௡(2 − √3)= 

=(2ܿ௡ + 3݀௡) − (ܿ௡ + 2݀௡)√3 ⇒ ܿ௡+1 = 2ܿ௡ + 3݀௡  ș݅ ݀௡+1 = ܿ௡ + 2݀௡            (3) 
Din (1), (2), (3) ⇒ (ܽ௡+1, ܾ௡+1) = (ܿ௡+1 , ݀௡+1) ⇒  ܲ(݊ + 1) adevărată ⇒ ܲ(݊), (∀)݊ ∈ ℕ ⇔ (2 − √3)௡ = ܽ௡ − ܾ௡√3  , (∀)݊ ∈ ℕ 

 

 

 

 

4p 

 

b)  

 {ܽ௡ + ܾ௡√3 = (2 + √3)௡ܽ௡ − ܾ௡√3 = (2 − √3)௡   ⇔ { 2ܽ௡ = (2 + √3)௡ + (2 − √3)௡2ܾ௡√3 = (2 + √3)௡ − (2 − √3)௡ 

 

⇔ {ܽ௡ = (2+√3)೙+(2−√3)೙2ܾ௡ = (2+√3)೙−(2−√3)೙2√3  

 

 

 

 

 

4p 
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        ௔೙௕೙ = √3⋅[(2+√3)೙+(2−√3)೙](2+√3)೙−(2−√3)೙ = √3(1+(2−√32+√3)೙)1−(2−√32+√3)೙   

 

Cum 0 < 2−√32+√3 < 1 ⇒ ݈݅݉௡→∞ (2−√32+√3)௡ = 0 

 => ݈݅݉௡→∞ ௔೙௕೙ = √3(1+0)1−0 = √3 . 

2p 

 

 

 

2p 

 

 

2p 
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